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RESUMO

A maioria dos materiais utilizados em Engenharia possui uma estrutura cristalina que
caracteriza-se pelo modelo tridimensional, ordenado e repetitivo. Nessa estrutura é
perceptivel um arranjo atdmico semelhante em todas as dimensfes do material
cristalino, onde é possivel evidenciar a maioria das propriedades através de
equacdes mateméaticas e procedimentos algébricos que sdo determinantes para o
conhecimento minucioso da estrutura como um todo. A analise matematica dessas
estruturas detém-se a uma pequena parte do material que conserva todas as suas
propriedades, a célula unitaria. Através da andlise da célula é possivel tracar
relacdes entre os parametros de rede e o raio atbmico dos atomos, sendo que essa
relacdo € fundamental para determinar o grau de ocupacéo e a densidade da célula
unitaria. A linguagem matematica traduz as caracteristicas dos arranjos cristalinos
dos materiais, desde a estrutura geométrica das células até os procedimentos para o

calculo do fator de empacotamento e da densidade.
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INTRODUGAO

Os materiais solidos podem ser cristalinos ou amorfos. O conceito de estrutura
cristalina est4 associado a organizacdo dos atomos na forma geométrica, sendo que
essa estrutura cristalina € resultado da natureza das suas ligacdes quimicas e das
forcas intermoleculares. Um material cristalino apresenta um agrupamento ordenado
de seus atomos, ions ou moléculas, que se repete tridimensionalmente, culminando

em uma distribuicdo bem ordenada, exibindo simetria e posi¢cdes bem definidas no
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espaco. Com isso, qualquer posicdo em uma estrutura cristalina caracteriza-se por
apresentar uma vizinhanga semelhante.

As estruturas cristalinas estdo presentes em diversos materiais tais como:
metais, ligas metalicas e materiais ceramicos. Seus atomos estdo distribuidos
ordenadamente, formando uma rede denominada reticulo cristalino. Esta rede é
formada por unidades atdbmicas ou ibnicas fundamentais, que se repetem
tridimensionalmente, chamadas de célula unitaria, que serve de base para a
formacéo do reticulo cristalino, onde cada atomo ocupa uma posicdo bem definida
no espaco. O arranjo interno é caracteristico do estado sélido®.

As caracteristicas de uma célula unitaria e de todo reticulo cristalino podem
ser descritas matematicamente por expressfes e férmulas. A visdo geométrica do
modelo matematico permite uma analise extremamente detalhada dessas células,
sendo que o detalhamento dos fendbmenos que ocorrem nesses modelos adquirem
uma fundamentagdo tedrica precisa através de raciocinios matematicos. Como
exemplo disso, podemos mencionar que a esquematizacdo de uma célula unitaria é
estruturada perfeitamente pela geometria espacial, bem como o célculo do volume

de um &tomo e da prépria célula unitaria.

ESTRUTURAS CRISTALINAS DOS METAIS

Grande parte dos materiais utilizados na Engenharia, como o0s metais, se
arranja em um modelo tridimensional, ordenado e repetido, constituindo, portanto,
uma estrutura cristalina®. Nesses materiais cristalinos, os arranjos dos atomos
podem ser descritos, referindo os atomos aos pontos de interse¢cdo de uma rede
tridimensional de linhas retas. Esta rede designa-se por rede espacial.

As estruturas cristalinas possuem caracteristicas como apiezoeletricidade,
ferroeletricidade, efeito piroelétrico e também podem atuar como semicondutores®.

Em funcdo dessas caracteristicas, 0s materiais com estruturas cristalinas sao
amplamente utilizados pela Engenharia e pela industria na confeccdo de
termbémetros, transistores, maquinas fotograficas, reldégios e balancas, materiais
ceramicos, entre outros®.

A partir do conceito de estrutura cristalina, é possivel descrever um conjunto de
posi¢cdes atbmicas, ibnicas ou moleculares repetitivas e definir o conceito de uma

célula unitaria, como sendo a menor por¢cdo de um cristal que ainda conserva todas
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as propriedades do mesmo, revelando um arranjo estrutural simétrico. Através da
adocdo de valores especificos associados as unidades de medidas nos eixos de
referéncia, definidos como parametros de rede, e aos angulos entre esses eixos,
pode-se obter células unitarias de diversos tipos .

Apesar da sua enorme diversidade, os cristais, dependendo da composicéo e
condi¢des de formacéo, assumem formas regulares e hoje facilmente dedutiveis em
funcdo das caracteristicas atdbmicas e moleculares dos seus constituintes. Tal
aspecto permite a sua facil classificacdo em funcdo de um numero reduzido de
parametros de rede.

Em funcdo dos paréametros de rede e dos angulos que as suas faces formam
entre si, podem-se identificar sistemas cristalinos basicos. Neste contexto, um
sistema de cristalizacdo caracteriza-se por um conjunto de simetrias de rotacédo e
reflexdo permitidas ao manter fixo um ponto da malha cristalina.

Ha sete tipos de sistemas cristalinos que abrangem as substancias cristalinas

conhecidas pelo homem, Tab. 1.

Tabela 1. Sistemas cristalinos basicos e suas caracteristicas

SISTEMAS EIXOS ANGULOS ENTRE OS EIXOS

Cubico a=b=c todos os angulos séo iguais a 90°

Tetragonal a=b#c todos os angulos séo iguais a 90°

Ortorrébmbico | a#b#c todos os angulos séo iguais a 90°

Monoclinico a#b#c dois angulos iguais a 90° e dois angulos diferentes de 90°
Triclinico a#b#c todos angulos séo diferentes e nenhum é igual a 90°
Hexagonal a;=a,=asz#c | dois angulos séo iguais a 90° e um angulo é igual a 120°
Romboédrico | a=b=c todos os angulos séo iguais, mas diferentes de 90°

Tendo em vista a classificacdo dos sistemas cristalinos acima citados, é
possivel descrever 14 células unitarias, as quais englobam qualquer tipo de
estrutura cristalina conhecida, Fig. 1. Tal aspecto foi constatado pelo cientista

francés A. Bravais em meados do século passado®.
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Figura 1- classificacdo dos sistemas cristalinos em redes de Bravais
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Dos 14 tipos de arranjos cristalinos sugeridos por Bravais, alguns ocorrem na
natureza com maior frequéncia que outros, pois alguns materiais mesmo
apresentando a mesma composi¢cdo quimica, apresentam estruturas cristalinas
diferentes caracterizando o fendmeno de polimorfia®. As estruturas cristalinas
determinam as propriedades fisicas de um mineral. Pois, apesar do diamante e da
grafite ter a mesma composi¢cao quimica, a grafite € tdo mole que € utilizada como
lubrificante, enquanto o diamante € o mais duro dos minerais, embora ambos sejam
variedades alotrépicas do carbono®.

Uma avaliacdo mais detalhada dos arranjos cristalinos de Bravais revela que
as estruturas cubicas de corpo centrado (CCC), cubica de face centrada (CFC) e
hexagonal compacta (HC) sdo aquelas que permitem maior grau de empacotamento
atbmico (68%, 74%, 74%, respectivamente), devido ao maior preenchimento da
célula unitaria por atomos. A estrutura hexagonal compacta é na verdade uma
modificacdo da estrutura hexagonal simples (HS), pois a mesma apresenta dois
hexagonos sobrepostos e entre eles existe um plano intermediario de trés atomos.

A maioria dos elementos metalicos solidifica nestas estruturas compactas, por
elas serem altamente densas. Esses arranjos densos ocorrem, porque a energia é
liberada com a aproximacédo dos atomos até a distancia de equilibrio. Sendo assim,
uma estrutura compacta apresenta um nivel de energia mais baixo e, portanto, é
mais estavel™.

Quando comparados aos materiais metalicos, observa-se que 0s materiais
ceramicos transmitem calor e eletricidade de forma precaria, e sdo quimica e
termicamente mais estaveis que o0s metais. Enquanto os metais tém maior
resisténcia a tracdo, as ceramicas sdo resistentes a compressdo. Nos metais o

deslizamento de planos atbmicos € um fendbmeno relativamente facil de ocorrer, ja
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nas ceramicas, tal processo é mais dificil. Tal fato permite explicar a razdo da alta
fragilidade das ceramicas e da boa ductibilidade dos metais. Contudo, os materiais
ceramicos tendem a cristalizar assumindo, assim como 0s metais, as estruturas
cubica de corpo centrado, cubica de face centrada e hexagonal compacta, embora
0os valores para o grau de empacotamento variem de ceramica para ceramica,
devido ao caréater i6nicos das ligacdes quimicas presentes nesses materiais®®.

Na Ciéncia e Engenharia dos Materiais observa-se a matematica traduzindo a
organizacdo dos &atomos através de suas ligacdes (covalente e metalica,
principalmente) para formar estruturas cristalinas e conferir propriedades aos
materiais, como ductibilidade, maleabilidade, condutibilidade e resisténcia a
desgastes. Neste contexto, esse trabalho tem o objetivo de explorar a Matematica

nos sistemas cristalograficos dos materiais cristalinos.

Estrutura Cristalina Cubica Simples

A estrutura cubica é uma das que ocorrem com maior frequéncia nas
substancias cristalinas e € considerada a mais importante, pois dependendo da
posicdo que 0s atomos ocupam na estrutura cubica, a mesma pode se apresenta de
trés formas distintas: cubica simples (CS), cubica de corpo centrado (CCC) e cubica
de faces centradas (CFC).

O arranjo cubico simples, embora pertenca as estruturas cubicas, ocorre
raramente na natureza devido principalmente ao seu baixo fator de empacotamento
(52,3%). A andlise desse arranjo € importante para compreender com perfeicdo as
outras estruturas cubicas.

Na estrutura cubica simples, existe apenas um atomo em cada vértice do cubo
gue representa a célula unitaria.

O parametro de rede definido por a corresponde ao tamanho da aresta do cubo
da célula unitaria e o raio atbmico definido por r se relacionam da seguinte forma:
a=2r (pois os atomos se tocam na face do cubo).

Atraves da relacdo entre o parametro de rede e o raio atdmico, podemos definir
0 procedimento para o calculo do fator de empacotamento (F.E), que evidencia a
porcentagem de ocupacao dos atomos em uma célula unitéaria:

NV,

FE. =
VC

onde:
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Vo= volume do atomo; V.= volume da célula unitaria; N= namero de atomos que
ocupam a célula unitaria.

Com base nessa relagéo, vamos calcular o F.E da estrutura CS:
O volume do a&tomo pode ser calculado utilizando a formula do volume de uma

esfera.
~ 4 3 . A
Entao: V,= E . r°, Onde: r = raio atdbmico
O volume da célula unitaria pode ser calculado utilizando a formula do volume do

cubo, entdo: Ve=a®> . a=2r .. V=(2r)® . Ve=8r

Apenas a oitava parte do volume dos atomos em cada vértice esta dentro da célula
unitaria e que existem 8 partes de atomos dentro dessa célula o que forma um anico

atomo, entao:

N= 8. % N=1 4tomo Logo:
NV
FE-—2 - FE= 1.%11.% - F.E= 61 .. F.E= 0,523 .. F.E=52,3%

Cc

Esse resultado nos mostra que apenas 52,3% da estrutura CS esta preenchida por

atomos.

Estrutura Cristalina Cubica de Corpo Centrado

Em comparacdo com a estrutura CS, o arranjo Cubico de Corpo Centrado
(CCC) apresenta um atomo centralizado ao redor do qual existem 8 atomos, um em
cada vértice do cubo. Devido a existéncia desse atomo central a relagdo entre o
parametro de rede e o raio atdbmico na célula unitaria CCC é totalmente distinta da
estrutura CS, bem como o valor do fator de empacotamento que sofre um aumento
significativo, visto que os atomos ocupam mais densamente 0S espacos vazios na
célula unitaria.

Podemos tracar uma relacéo entre o parametro de rede a e o raio atbmico r na
estrutura CCC, pois a diagonal principal do cubo, a diagonal da base e a aresta do
cubo correspondem respectivamente a hipotenusa e aos catetos de um triangulo

retangulo. Como o valor da diagonal principal (dp) corresponde a 4r e a diagonal da

base (dp) € igual a a+2 , pode-se relacionar a e r através do teorema de Pitagoras.

Observe:
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a’+ dy’=d,” . a*+ (av2)?= (4r)* .. a*+2a’=16r° .. 3.a°= 161° .. azz% P a= Ly

&)

Com base nessa relacédo, vamos calcular o volume da célula unitaria CCC:

4 .3 64 3
Ve=a® - a= ——r . Vo=(—=r V="t
; =(5" 37

O volume do atomo pode ser calculado utilizando a férmula do volume de uma

esfera, entdo: V= %1T.r3

Para calcularmos o F.E. da estrutura CCC devemos encontrar ainda o numero
de atomos presentes na célula unitaria (N).

Apenas a oitava parte do volume dos atomos em cada vértice esta dentro da
célula unitaria sendo que existem 8 partes de atomos dentro dessa célula o que

forma um Unico a&tomo, entdo como existe um atomo central nessa estrutura tem-se:

N= 8.% +1 - N=1+1 .. N=2 atomos

Enfim, calculando o fator de empacotamento da estrutura CCC, temos:

B NV,

FE. = F.E=0,679 F.E=67,9%

FE=2. %.n. 33 pE-= #n

. 64 192

Esse resultado aponta um aumento significativo no grau de ocupacéo da
célula unitaria se comparar as estruturas CCC e CS, 0 que torna esse arranjo mais

comum entre 0s metais.

Estrutura Cristalina Cubica de Faces Centradas

Em comparacdo com a estrutura CS e CCC, o arranjo cubico de faces
centradas (CFC) caracteriza-se por exibir oS mesmos atomos nos vértices e
apresenta um atomo em cada face da célula unitaria. Devido ao seu alto fator de
empacotamento atémico (74%), essa estrutura é muito comum entre 0sS metais
(aluminio, calcio, chumbo, niquel, cobre, platina, prata, ouro, etc.), pois permite um
arranjo compacto dentro da célula unitaria.

Podemos tracar a relacdo entre o parametro de rede a e o raio atbmico r na
estrutura CCC, visto que a diagonal da face (d;) € igual a 4r e forma com as arestas
dessa face um triangulo retangulo isésceles, entdo, dispondo do teorema de

Pitagoras é possivel escrever a em funcéo de r, observe:

4622



57° Congresso Brasileiro de Ceramica
5° Congresso Iberoamericano de Ceramica
19 a 22 de maio de 2013, Natal, RN, Brasil

2 2 2
a +a =(4r) .. 2.a%= 16r? a’=8r’-.a=r8 a=2.2r

Com base nessa relacdo vamos calcular o volume da célula unitaria CFC:

Ve=a’.. Ve= (24V21)° V=162
O volume do a&tomo pode ser calculado utilizando a formula do volume de uma
esfera, entao: Va:grr.r?’
E possivel calcular o nimero de atomos presente na célula unitaria:
N =8. %+ 6. % N=1+3  N=4 atomos
Enfim, calculando o fator de empacotamento da estrutura CCC, temos:

NV 4 1

FE=_—a - FE=4 2.~ FE=-"_.
v, 3" 16v2 32

Esse resultado aponta um aumento significativo no grau de ocupacao da célula

F.E=0,74 F.E=74%

unitaria se comparar com as estruturas CFC e CS, demonstrando a razdo da
estrutura cubica de face centrada apresentar-se mais comumente na natureza, pois

proporciona uma proximidade maior entre os &tomos dentro das moléculas.

Estruturas Cristalina Hexagonal Simples e Hexagonal compacta

Como mencionado anteriormente, as estruturas hexagonais e as estruturas
cubicas compdem o0s principais arranjos atdmicos dos cristais elementares ou
agueles formados por um &tomo apenas. Entre esses cristais, mais de 50%
apresenta estrutura cubica, cerca de 33,3% apresenta estrutura hexagonal e o
restante dos cristais estéo distribuidos entre os outros tipos de estruturas. Este fato
justifica o estudo das estruturas hexagonais em cristalografia dado sua importancia.

Existem dois tipos de arranjo hexagonal: o hexagonal simples e o hexagonal
compacto. A estrutura hexagonal simples (HS) é formada por atomos posicionados
no veértice de dois hexagonos sobrepostos com um atomo no centro de cada um,
isso faz com que a célula unitaria tenha o formato de um prisma de base hexagonal.
Nesse caso o0 parametro de rede a € igual ao parametro ¢ que € igual a 2r, onde r é
0 raio atbmico. Os angulos da base sao iguais a 120° e os angulos verticais sao
retos. Essa estrutura pode ser encontrada no selénio e no telurio apenas, visto que

seu fator de empacotamento (60,5%) € muito baixo.
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Com base na relacdo a=2r, é possivel calcular F.E. da estrutura HS:

O volume do a&tomo pode ser calculado utilizando a formula do volume de uma

esfera, entdo: V= gn.r?’

Para calcular o volume da célula unitaria, usaremos a férmula para o calculo do
volume de um prisma, entao:
V.= Ap. h, onde: Ay € a area da base e h a altura da célula unitaria.

Entdo, se deve encontrar o valor da area base e da altura na célula unitaria:

h=2r A= ?az, como a=2r A,=6+3.r?

Calculando o volume da célula unitaria HS, tem-se:

Ve=Ao.h - V=643.172r V=123 r°

O numero de &tomos na célula unitaria HS pode ser calculado da seguinte maneira:
Apenas a sexta parte do volume dos atomos em cada vértice esta dentro da célula
unitaria sendo que existem 12 partes de atomos dentro dessa célula o que forma
dois &tomos, além de duas metades, uma em cada face que compdem outro atomo,
entao:

N:12.é+2.% - N=2+1 N=3atomos

Enfim, calculando o fator de empacotamento da estrutura HS, tem-se:

_NVa

FE. = 4 =

. FE=3.2m — FE=-" - F.E=0,605 F.E=605%
A 3123 3V3 ’

Os metais nao cristalizam no sistema hexagonal simples porque o fator de

empacotamento € muito baixo, a excecdo sdo o selénio e o tellurio. Entretanto,
cristais com mais de um tipo de atomo cristalizam neste sistema.

A estrutura hexagonal compacta (HC) é constituida por dois hexagonos
sobrepostos e entre eles existe um plano equidistante com trés atomos. Nos dois
hexagonos, como na estrutura HS, existem seis atomos nos veértices e um outro no
centro. Nesse caso, o parametro de rede a € igual a 2r, o que ndo altera a area da
base, contudo este parametro é diferente do parametro de rede c, que € igual a
gr, equivalente a altura da célula unitaria. Os angulos da base séo iguais a 120°
e 0s angulos verticais sao retos, similar a célula HS.

Com base nas informacdes anteriores podemos calcular o F.E. da célula HC:

4624



57° Congresso Brasileiro de Ceramica
5° Congresso Iberoamericano de Ceramica
19 a 22 de maio de 2013, Natal, RN, Brasil

O volume do atomo pode ser calculado utilizando a férmula do volume de uma
~ 4
esfera, entao: Vazgrr.r3

Para calcular o volume da célula unitaria, usaremos a férmula para o célculo do
volume de um prisma, entao:

Ve=An.h . V.=643.r% ér Ve=24r32

O numero de atomos na célula unitaria HC pode ser calculado da seguinte maneira:

Apenas a sexta parte do volume dos atomos em cada vértice esta dentro da célula
unitaria sendo que existem 12 partes de atomos dentro dessa célula o que forma
dois a&tomos, além de duas metades, uma em cada face que compdem outro atomo

e 3 atomos no plano equidistante, entao:

N= 12. % +2. % +3 -N=2+1+3 N=6 atomos

Enfim, calculando o fator de empacotamento da estrutura HS, tem-se:
NVa . _a 41 - _ _

FE. = .. FE=6. -n—— FE=— . FE=0,74 FE=74%
V, 3 2442 32

Devido ao alto fator de empacotamento, a estrutura HC é bem comum na

natureza, alguns metais como berilio, berquélio, litio, magnésio, cadmio, cobalto e

titdnio se arranjam dessa forma.

Calculo da densidade volumétrica (py).

Usando o modelo atdmico de esferas rigidas para a célula unitaria de uma
estrutura cristalina qualquer de um metal e um valor para o raio atdmico desse
metal, obtido através do processo de difracdo de raios-X, é possivel determinar a
densidade volumétrica de um metal através da seguinte equacao:

n.m

Pv = VN,

onde:
n=numero de atomos por célula unitaria; m=massa atdbmica do material,
V=volume da célula unitaria do material; N5: nimero de Avogrado (6,02 x 10%).

Para uma melhor compreensao dessa relacdo, faz-se necessério sua aplicacdo
em um problema concreto, entéo:

O atomo de cobre tem estrutura CFC e raio atdmico 0,1278 nm. Considerando
gue os atomos sao esferas rigidas que se tocam ao longo das faces da célula
unitaria CFC, calcule o valor tedrico da densidade do cobre, em megagramas por

metro cubico. A massa atdmica do cobre é 63,54 g/mol.
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RESOLUCAO: Na célula unitaria CFC existem 4 atomos( n=4 atomos), a massa m
pode ser calculada multiplicando a massa atdmica por 10° que é o fator de
conversao de gramas para mega gramas, logo:

m=63,54.10° . m=6,354.10" Mg/mol

O volume da célula unitaria pode ser calculado através da relacdo demonstrada
anteriormente (V.= 16 v2 r):

V=16.1,41.(0,1278.10°° .. V.=0,0470.10%" V.=4,70.10%° m*

Calculando a densidade do cobre, enfim:

n.m . _ 46354

VN, Pv= 6,02.4,70

= .10°.10%.10® p,=0,898.10 .. p,=8,98Mg/m?

Neste problema, obteve-se para a densidade do cobre o valor 8,98 Mg/m® (8,98
g/cm®). O valor experimental Tabelado para a densidade do cobre é 8,96Mg/m? (8,96
g/cm®). O valor ligeiramente mais baixo da densidade experimental pode ser
atribuido a auséncia de atomos em algumas posicbes atdmicas (lacunas), ha
defeitos lineares e ao desajustamento dos atomos em limites de grao (fronteiras
entre graos). Outra causa da discrepancia pode ser devida ao fato de os atomos néo
serem esferas perfeitas e o calculo do volume da célula unitaria ser feito através da

geometria euclidiana.

CONCLUSOES

Grande parte dos materiais utilizados em Engenharia possui uma estrutura
cristalina que se caracteriza por ser um modelo tridimensional, ordenado e repetitivo.
Nessa estrutura, € perceptivel um arranjo atbmico semelhante em todas as
dimensGes do material cristalino, onde é possivel evidenciar a maioria das
propriedades através de equacdes matematicas e procedimentos algébricos que sédo
determinantes para o conhecimento minucioso da estrutura como um todo. Neste
contexto, a analise matematica dessas estruturas detém-se a uma pequena parte do
material que conserva todas as suas propriedades, a célula unitaria. Através da
analise de cada célula unitaria, é possivel tracar relacdes importantes entre os
parametros de rede (arestas da célula unitaria) e o raio atbmico dos atomos, sendo
que essa relagdo é fundamental para determinar o grau de ocupacdo da célula
unitaria (fator de empacotamento) e a densidade real da célula unitaria. Com base
na analise dos arranjos cristalinos na natureza, constata-se que uns ocorrem mais

comumente devido ao elevado fator de empacotamento da célula unitaria.
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A andlise comparativa evidencia o alto grau de ocupacgéo da célula unitaria nos
arranjos cubicos de faces centradas (CFC) e hexagonal compacto (HC). O alto fator
de empacotamento dessas duas estruturas resulta em propriedades bem definidas
gue tornam o0s materiais que possuem essas estruturas muito utilizadas na
Engenharia.

Portanto, a linguagem matematica traduz as caracteristicas dos arranjos
cristalinos desde a estruturacdo geométrica das células unitarias até os
procedimentos para o calculo do fator de empacotamento e da densidade real dos
mesmos, sendo que a fundamentagcdo tedrica desses procedimentos torna-se
concisa e precisa, além de explicar coerentemente os resultados de tais

procedimentos.
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MATHEMATICS IN SCIENCE AND ENGINEERING OF MATERIALS

ABSTRACT

Most materials used in engineering that has a crystal structure characterized by a
three-dimensional model, ordered and repetitive. This structure is noticeable atomic
arrangement similar in all dimensions of the crystalline material, where it is possible
to show most of the properties through mathematical equations and algebraic
procedures that are essential to the thorough knowledge of the structure as a whole.
The mathematical analysis of these structures holds up a small part of the material
that retains all its properties, unit cell. Through analysis of the cell is possible to trace
relationships between network parameters and the atomic radius of atoms, and that
this relationship is critical in determining the degree of occupancy and density of the
unit cell. The mathematical language translates the characteristics of the crystalline
arrangement of the materials, since the geometrical structure of the cells to the
procedures for calculating the packing factor and density.

Key-words: crystal Structure, atomic arrangement, Materials Science.
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